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6.1. Числовая задача.
Вася в  течение суток тратит 1/3 часть своего времени на сон, ¼ - на занятия в школе, 1/5 на встречи с друзьями, 1/6  своего времени  он слушает музыку, 1/7 – играет на компьютере. Можно ли так жить, если каждым из перечисленных дел он занимается отдельно?

Решение. Найдем сумму 1/3+1/4+1/5+1/6+1/7=459/420. Это число больше чем 1, значит так жить нельзя.

6.2. Логическая задача. 
Инопланетяне сообщили жителям Земли, что в системе их звезды три планеты A,Б,В. Они живут на второй планете. Далее передача сообщения ухудшилась из-за помех, но было принято еще два сообщения, которые, как установили ученые, оказались оба ложными:

a)  А – не третья планета от звезды

б)  Б – вторая планета.

На какой планете A, Б или В живут инопланетяне?
Решение. Из анализа ложных сообщений, заключаем, что А – третья планета, Б – не вторая, поэтому Б – первая планета. Тогда В будет второй планетой, на которой живут инопланетяне. Ответ В.

6.3. Задача на составление уравнения.

Средний (среднее арифметическое) возраст 11 игроков футбольной команды 22 года. Когда одного игрока удалили с поля, средний возраст оставшихся составил 21 год. Сколько лет удаленному игроку? Среднее арифметическое чисел x1,x2, x3, … xn равно (x1+x2+x3+…+xn)/n.

Решение. Сумма возрастов всех футболистов была равна 11·22=242 года, а после удаления стала 10·21=210. Значит возраст удаленного футболиста 32 года.

6.4. Проценты.

В банановой республике прошли выборы в парламент, в которых участвовали все жители. Все голосовавшие за партию «Мандарин» любят мандарины. Среди голосовавших за другие партии 90% не любят мандарины (остальные любят). Сколько процентов голосов набрала партия «Мандарин» на выборах, если ровно 46% жителей республики любят мандарины?

Решение. Пусть за партию «Мандарин» проголосовало x%. Тогда за остальные партии (100-x)%. Десятая часть этого любят мандарины, поэтому получаем уравнение  x+(100-x)/10=46. Находим, что x=40.

6.5. Фигуры. Площадь, разрезания.
Квадрат разрезали на N меньших квадратов (не обязательно равных). Докажите, что число N может быть равно 4, а также любому числу начиная с 6.

Решение. Каждую сторону разделим на n частей, а весь квадрат на nxn=n2 маленьких одинаковых квадратиков (клеточек), потом (n-1)x(n-1) клеточек объединим в один квадрат. Получим разбиение исходного квадрата на N=2n+2 квадрата. Таким образом на 4,6,8,10, и т. д.  (четные числа, начиная с 4) разрезать можно. Любой квадрат можно подразрезать на 4 квадрата и таким образом увеличить N на 3. Значит N может быть равно  7,9,11,13, и т. д. (нечетные числа, начиная с 7). 
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7.1. Числовой ребус. 
Можно ли расставить по кругу числа 11, 19, 91, 567, 34, 31, 46, 78, 89 так, чтобы два любых соседних числа имели общую цифру (позиция на которой стоит эта цифра не имеет значения)?
Решение. Например, это можно сделать так: 91→11→19→89→78→567→46→34→31.

7.2. Задача на составление уравнений.
Поезд проходит  мимо светофора за 5с, а мимо платформы длиной 150 метров за 15 секунд. Найти длину поезда и его скорость.

Решение 1 . Пусть x – скорость поезда. Тогда его длина будет 5x. Пусть в момент времени ноль голова поезда достигла первого края платформы. Тогда через 150/x она достигнет другого края платформы и поезду нужно еще 5 секунд, чтобы весь состав покинул платформу. Получаем уравнение 150/x+5=15. Отсюда скорость поезда x=15 (м/с), а его длина 5x = 75 (метров) 
Решение 2. Эту задачу возможно решить и без уравнений. В начальный момент голова поезда поравняется с платформой, через 5 секунд там будет хвост поезда, а еще через 10=15-5 секунд хвост будет покидать другой конец платформы. Значит скорость хвоста поезда 150/10=15 (м/c). Длина поезда найдем, зная время прохождения одной точки и скорость. Длина поезда = 5·15=75 (метров).
7.3. Известно, что в волшебном лесу растёт очень много цветочков-девятнадцатичников. Общее количество этих цветочков в лесу состоит из 19 цифр, делится на 19 и оканчивается на 19. Сколько их может быть? (Найдите хотя бы один вариант.)
Решение. Подойдёт, например, число 1900000000000019 или 1900190000000019 или 3800000000000019.

7.4.  Задача на разрезание фигур.

Из листа бумаги вырезали произвольный треугольник. Можно ли так загнуть три его угла, чтобы оставшаяся часть треугольника оказалась накрытой без просветов и наложений?

Решение. Покажем, что всегда можно. Пусть угол А – наибольший в ∆ABC. Тогда высота АН лежит внутри треугольника. Пусть B1 – середина, стороны AB,  C1- середина стороны АС. Отрезок B1C1 – средняя линия треугольника. Загнем ∆ABC по средней линии B1C1. При этом вершина A совместится с точкой H. При этом BB1=B1H и СС1=С1Н, то есть треугольники BB1H и СС1Н равнобедренные. Их высоты B1B2 и С1С2 будут и медианами. Поэтому загибая по данные треугольники по B1B2 и С1С2, получим, что точки B и C перейдут в точку H. При этом треугольник B1B2B совместится с треугольником B1B2H, а треугольник С1С2С совместится с треугольником С1С2H.
7.5. Логическая задача.

В городе Энске живут 2012 человек, причем некоторые из них всегда лгут, а остальные говорят только правду. Каждый житель города состоит в одной из трех партий ​ левых, правых и центристов. Провели опрос, в ходе которого каждому жителю задали три вопроса: 

1. Состоите ли Вы в партии левых?

2. Состоите ли Вы в партии центристов?

3. Состоите ли Вы в партии правых?

На первый вопрос ответ «да» дали 2010 человек, на второй – 201, на третий – 203. Сколько жителей, говорящих только правду, живет в городе Энске?

Решение. Заметим, что правдивец дает положительный ответ только на один вопрос, а лжец на два. Тогда лжецов всего 2010+201+203-2012 = 402.

Ответ: 402.
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8.1. Построение множества точек на плоскости с указанными свойствами.
Построить множество точек на координатной плоскости OXY с координатами (x,y) удовлетворяющими условию   x·|y|=x2.
Решение рассмотрев случай x=0 заключаем, что вся ось ординат подходит. Если x ≠0, то можно сократить на x и получить уравнение |y|=x решение которого – это биссектрисы первой и четвертой четверти. Ответ: Ось ординат и биссектрисы первой и четвертой четверти. 

Комментарий. Забыта ось ординат: 4 балла.

8.2. Числовой ребус.
ДУБ + ДУБ + ... + ДУБ = РОЩА. Какое наибольшее число дубов может быть в роще?

Здесь ДУБ – трехзначное число, а РОЩА – четырехзначное. Одинаковым буквам соответствуют одинаковые цифры, а разным – разные.
Решение. В числе РОЩА все цифры различны. Значит, максимальная РОЩА равна 9876.

Минимальный ДУБ это 123. Поэтому дубов не более 9876/123=3292/41=80+12/41. Значит дубов не более 80. При этом 123∙80=9840. Значит, мы доказали, что 80 может быть, а больше – нет. Ответ 80.
Комментарий. Только пример, что 80 дубов возможно 4 балла. Если доказано, что дубов не более 80, но примера нет то 3 балла.
8.3. Признаки равенства треугольников.

Две стороны и три угла одного треугольника равны двум сторонам и трем углам другого следует ли из этого, что эти треугольники равны?
Решение. Рассмотрим первый треугольник со сторонами  8, 12, 18. Он существует т.к. выполнено неравенство треугольника. Второй треугольник со сторонами 12, 18, 27  подобен первому (коэффициент подобия = 3/2). Следовательно, три угла одного равны трем углам другого. Кроме этого имеется пара равных сторон. Ответ: Нет.
Комментарий. За несуществующий пример треугольников, таких как, треугольники со сторонами 1,2,4 и 2,4,8 ставить 4 балла. За необоснованный верный ответ 1 балл. За любой правильный пример,  даже если не проверено неравенство треугольника ставить 7 баллов.

8.4. Неравенство или задача на преобразование алгебраических выражений.

Разложить на множители выражение 4(x2+y2)+21y2-20xy-36.
Решение. Заметим, что 4x2+25y2-20xy= (2x-5y)2 . 
Поэтому 4(x2+y2)+21y2-20xy-36 = (2x-5y)2-62 = (2x-5y-6)(2x-5y+6).
8.5. Логическая задача.
Школьник производил наблюдения за погодой в течение N дней. При этом он обнаружил, что если утром был дождь, то вечером  того же дня было ясно, а если вечером шел дождь, то утром того же дня было ясно. В течение этого периода наблюдений было 13 дождливых дней. По вечерам ясная погода была 9 раз, а по утрам 8 раз. Найти N. (Считать, что каждое утро и каждый вечер фиксируется либо дождь, либо ясная погода)

Решение. Ясных половинок дней (утро либо вечер) всего 9+8=17, при этом 13 из них приходятся на дождливые дни. Остается 17-13=4 половинок дней на не дождливые дни. Значит, не дождливых дней было 2. Ответ N=13+2=15.
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9.1 построение множества точек на плоскости с указанными свойствами или задача на четность.
Двадцать пять лет тому назад в ходу были купюры достоинством 1, 3, 5, 10 и 25 рублей. Докажите, что если 25 рублей разменяли десятью такими купюрами, то хотя бы одна из этих десяти купюр — десятка.

Решение. Если десятки нет, то все купюры – нечетные, а четное количество (10шт) нечетных купюр даст четную сумму. Противоречие.

9.2 Задача на составление уравнений.   
Идут три путника. У второго два хлеба, у третьего – три, а первого – нет хлеба. За обедом они съели все 5 хлебов втроем поровну и первый заплатил 5 единиц денег. По сколько денег нужно дать второму и третьему?

Решение 1. Второму надо дать x денег, а третьему y денег. Тогда x+y=5. Второй путник отдал   
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 хлеба, значит x:y=1:4. Решая систему, находим, что x=1 отдать второму, и y=4 отдать третьему.
Решение 2 (перефразировка без уравнений):  
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 хлеба съел каждый. Первый путник взял у второго 
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 хлеба у третьего. Значит 5 денег надо распределить так: второму одну деньгу и третьему 4 деньги.

9.3 неравенство или задача на преобразование алгебраических выражений
Пусть a+b=2 доказать, что a4+b4 ≥2.
Решение. Утверждение следует из двукратного применения леммы: 

Лемма. Если a+b ≥ 2 , то a2+b2 ≥ 2. Лемма следует из неравенства a2+b2 ≥2((a+b)/2)2 . Что бы обосновать это неравенство достаточно перенести все в левую часть и получить квадрат разности: ½(a-b)2 ≥0

9.4 теорема Фалеса, подобие треугольников.

В треугольнике ABC  точка D взята на стороне BС так, что  СD:DB=201:1, а точка E на стороне AC так, что CE:EA=301:1. Прямые AD и BE пересекаются в точке М, причем площадь треугольника ABM равна 4. Найти площадь треугольника ABC. 

Решение. Проведем через точку D прямую параллельную BE. Пусть она пересекает AC в точке F. Пусть AE=x, EF=y, тогда по теореме Фалеса примененной к углу <BCA получаем, что FC=201y. Следовательно, CE:EA=202y:x=301, поэтому y:x=301:202. По теореме Фалеса примененной к углу <DAC получаем AD:AM=AF:AE=(x+y):x=503:202. Поэтому SADB=(503/202)SABM (высота общая, поэтому площадь пропорциональна основанию). Аналогично, SABC=202SABD (поскольку, по условию, BC:BD=1+201=202). 
Следовательно, SABC = 503 SADB=2012.  Ответ 2012.

9.5  комбинаторная задача. (заменена на задачу с умеренным перебором)

После праздника детям разрешили разорвать школьную стенгазету на 7, 11 или 16 кусков. Каждый полученный кусок также можно разорвать на такие же количества кусков. Эту операцию можно проводить неограниченное количество раз. Найдите такое максимальное натуральное число N, что в результате разрываний не может получиться N кусков.

Решение:  Каждое разрывание увеличивает количество кусков на 6, 10 или 15. Поэтому общее количество кусков будет 1+6x+10y+15z, где x, y, z – неотрицательные целые числа.

Докажем, что число 30 нельзя представить в таком виде. В самом деле, если 29=6x+10y+15z, то x не может быть равен нулю, иначе 29 делится на 5, у не может быть равен нулю иначе 29 делится на 3, z не может быть равен нулю иначе 29 – четно. Значит  x≥1, y≥1, z≥1, но тогда получаем противоречие т.к. 29<6+10+15≤6x+10y+15z.

Покажем, что любое число большее, чем 30 представимо в таком виде. 31=1+2·15, 32=1+6+10+15, 33=1+2·6+2·10, 34=1+3·6+15, 35=1+4·6+10, 36=1+2·10+15. Представление любого большего числа можно получить добавлением числа кратного 6 к одному из этих разложений  (которое можно определить по остатку от деления N 
на 6).

Ответ N=30.

	МИНИСТЕРСТВО ОБРАЗОВАНИЯ И НАУКИ

КРАСНОДАРСКОГО КРАЯ

Государственное бюджетное образовательное учреждение дополнительного образования детей «Центр дополнительного 
образования для детей»

350000 г. Краснодар, ул. Красная, 76

тел.259-84-01 

E-mail:cdodd@mail.ru 
	
	Муниципальный этап всероссийской олимпиады школьников по математике

2012-2013 учебный год

 10 класс, решения

Председатель ПМК: Гайденко С.В.


10.1 Алгебра.(неравенства, прогрессии)

Существует ли возрастающая геометрическая прогрессия,  у которой первые 2012 членов – целые числа, а остальные – не целые?

Решение. Да, существует, например,. an=22012(3/2)n, n=1,2,3,…  

Комментарий. за неправильный пример, например такой: 22012, 22012(3/2), 22012(3/2)2, и т.д. в котором, количество целых членов отлично от 2012, ставить не более 5 баллов.

При этом, если количество целых членов отличается от 2012 более чем на 1, то ставить не более 4 баллов. За необоснованный верный ответ  давать 1 балл.

10.2 Задача на свойство квадратичной функции.

Про числа a, b и c известно, что b2-ac<0, 4a+4b+c>0. Докажите, что числа а и с положительны.
Решение. Рассмотрим функцию f(x)=ax2+2bx+c. По условию дискриминант D/4<0, следовательно, график лежит либо целиком в нижней полуплоскости, либо целиком в верхней. Так как f(2)>0, то график лежит в верхней полуплоскости. Поэтому ветви параболы направлены вверх, т.е. a>0, и парабола пересекает положительную часть оси ординат, т.е. с>0.
10.3 Теория чисел (делимость, остатки, четность).

При каких натуральных n число n4+4 является простым?

Решение. При n=1 это число равно 5 – простое.  При n>1, воспользуемся формулами  n4+4 = n4+4+4n2-4n2 = (n2+2)2-(2n)2 = (n2+2-2n)(n2+2+2n). 

Второй множитель больше двух. Первый множитель равен (n-1)2+1 больше единицы, если n отлично от 1. Поэтому число n4+4 – составное при n>1. Ответ n=1.

Комментарий. Если при правильном решении не обосновано, что (n2+2-2n)>1 при n>1 (проигнорировано, что это надо обосновывать), ставить 6 баллов.

10.4 Окружность. Центральные и вписанные углы.

Известно, что в некотором треугольнике медиана, биссектриса и высота, проведённые из вершины C, делят угол на четыре равные части. Найдите углы этого треугольника.

Решение. Обозначим наш треугольник ABC. Проведем высоту СН и медиану СМ, заметим, что они не могут совпадать. Пусть O – центр описанной окружности. Биссектриса из вершины С вторично пересекает описанную окружность в точке D и делит дугу АB окружности пополам, поэтому точка D, (как и точки O и M) лежит на серединном перпендикуляре к отрезку AB. Прямые CH и МD – параллельны. Точки C и D лежат по разные стороны от прямой AB, поэтому отрезок CD пересекает отрезок MH, следовательно, биссектриса лежит между медианой CM и высотой CH. Поэтому <HDC=<DCM. Обозначим этот угол за α. Из параллельности прямых CH и DO получаем, что <CDO= α. Из равнобедренности треугольника COD получаем, что <DCO= α. Таким образом мы получили, что <DCO=<DCM, следовательно центр окружности О лежит на медиане СМ, а поскольку он лежит на серединном перпендикуляре к отрезку AB, значит точка M совпадает с точкой О. Таким образом AB – диаметр описанной окружности, т.е. <C = 4α =90°. Поэтому α =22,5°, следовательно, другие два угла треугольника будут 90°-3α =22,5° и 90°- α =67,5° . Ответ 22,5°; 67,5° и 90°. 

Комментарий. Снижать на один балл, если не доказано, что биссектриса лежит между медианой и высотой. Только правильный ответ, без обоснования оценивать 2 балла.
10.5 комбинаторная задача

На окружности отмечены 2012 различных точек. Сколько можно провести незамкнутых несамопересекающихся ломаных с вершинами во всех этих точках?
Решение. Сначала посчитаем количество ломаных с выделенным началом (т.е ориентированных ломанных). Выберем  начало ломаной одним из 2012 способов. Начнем строить ломаную. Первое звено можно выбрать 2-мя способами, 2-е – тоже 2-мя, …, 2010-е – 2-мя, но 2011-е только одним способом. Итого получилось 22010ломаных с выбранным зафиксированным началом. Значит всего существует 2012·22010 ориентированных ломаных. Обычных ломаных в 2 раза меньше: [image: image7.png]2012 . 22010

=503 2201




ломаных. Деление на 2, так как каждой не ориентированной (обычной) ломаной соответствует две ориентированных.
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1.(Тригонометрия) Найти arccos(cos(31)).
Решение. Так как 31<31,4 < 10π и 31>31,5 – π/2>10π – π/2, то этот угол находится в четвертой четверти и соответствует углу четвертой четверти α=31-10π ϵ [-π/2, 0]. 

Поэтому arccos(cos(31))= arccos(cos(α))= -α = 10π-31.      Ответ:  10π-31.   
2.(Многочлены) Пусть [image: image9.png]f(x)



 – произвольный квадратный трехчлен. Докажите, что найдется такое [image: image11.png]keN



, что многочлен [image: image13.png]p(X)=f)+fx+D+fx+2)++f(x+k)



 не имеет действительных корней.
Решение. Не ограничивая общности, можно считать, что [image: image15.png]f(x)=x*+bx+c



. Рассмотрим многочлен 

[image: image16.png]gx)=f)+fx+m)=x*+bx+c+x+m)*+bx+m)+c
=2x2+2(b+m)x+2c+bm+m?




Дискриминант это многочлена [image: image18.png]D=4(b+m)*—8(2c+bm+m?) = —4m? — 16c + 4b?



. Очевидно, что найдется такое [image: image20.png]m e N



, что [image: image22.png]D < 0.



 Тогда [image: image24.png]ec/Iv B3ATb Kk



, то [image: image26.png]


 не будет иметь корней

[image: image27.png]p() =)+ fx+ D+ +fx+m—1) + fx+m) + -+ f(x +m+(m—1))




[image: image28.png]=(f+fx+m)+ (FG+D+fx+m+1)) +--
+(f(x+(m—1))+f(x+m+(m—l))):




[image: image29.png]=g(x)+gx+1)+-+g(x+(@m-1)).




Так как при выбранном [image: image31.png]


 для всех [image: image33.png]x € R



 [image: image35.png]umeeM g(x) > 0



 то [image: image37.png]


 не имеет корней. Ч.т.д.

3.(Теория чисел) Решите в целых числах уравнение

[image: image39.png]Xy + 2y =2(x+y)



.

Решение. Решим уравнение относительно [image: image41.png]


. Найдем дискриминант

[image: image43.png]D=(v+2)?*-80(%*—y)

Tyi+ 12y +4



.

[image: image45.png]


 только при [image: image47.png]y €[
[-2,2]



, следовательно, [image: image49.png]y=0,12



. Перебирая все варианты, получим решения 

[image: image50.png](0,0),(2,0),(0,1),(3,1),(2,2)




Все ответы без обоснования 3 балла, часть ответов 0 баллов.

4.(Стереометрия) Дан тетраэдр [image: image52.png]ABCD



. Плоскость [image: image54.png]


 делит пополам двухгранный угол при ребре [image: image56.png]CD



 и пересекает ребро [image: image58.png]AB



 в точке [image: image60.png]


. При этом оказалось, что отрезок [image: image62.png]CM



 – биссектриса угла [image: image64.png]


 треугольника [image: image66.png]ABC



. На ребрах [image: image68.png]CA



 и [image: image70.png]CB



 выбраны точки [image: image72.png]


 и [image: image74.png]


, такие, что отрезки [image: image76.png]DP



 и [image: image78.png]DQ



 – высоты треугольников [image: image80.png]DCA



 и [image: image82.png]DCB



 соответственно. Докажите, что прямая [image: image84.png]PQ



 перпендикулярна прямой [image: image86.png]


.[image: image175.png]



Решение. Рассмотрим тетраэдры [image: image88.png]MACD



 и [image: image90.png]MBCD



. Высоты, опущенные из вершины [image: image92.png]


 в этих тетраэдрах равны. Тогда [image: image94.png]Vmacp _ Saco
Virecn  Seep



. С другой стороны [image: image96.png]Vaaco _ AM

Vaegcn  BM



. С помощью известного равенства [image: image98.png]AM _ AC
v BC



 получим, что [image: image100.png]


. и, следовательно, [image: image102.png]DQ = DP



. Из равенства прямоугольных треугольников [image: image104.png]CQD



 и [image: image106.png]CPD



 следует равенство [image: image108.png]CQ=CP



. Тогда треугольники [image: image110.png]CQP



 и [image: image112.png]DQP



 равнобедренные с основанием [image: image114.png]QP



. Следовательно, отрезок [image: image116.png]QP



 перпендикулярен отрезку [image: image118.png]MC



 и медиане треугольника [image: image120.png]DQP



, а значит и плоскости [image: image122.png]



5.(Комбинаторная задача) В пространстве даны [image: image124.png]


 точек. Известно, что никакие четыре из них не лежат в одной плоскости. Какое максимальное количество отрезков с концами в этих точках можно провести, так чтобы не был изображен ни один треугольник.
Решение. 

Будем называть наши [image: image126.png]


 точек вершинами, отрезки – ребрами. Пусть вершины каким-то образом соединены ребрами друг с другом так, что не образовался ни один треугольник. Возьмем вершину из которой выходит наибольшее количество ребер, обозначим ее – [image: image128.png]


, количество ребер выходящих из нее –[image: image130.png]


 множество вершин соединенных ребрами с вершиной [image: image132.png]


 –[image: image134.png]


, не соединенных с [image: image136.png]


 – [image: image138.png]


. Тогда количество вершин в множестве [image: image140.png]


=[image: image142.png]


, количество вершин в множестве [image: image144.png]


=[image: image146.png]


 Ребер соединяющих вершины из [image: image148.png]


 нет, количество ребер выходящих из вершин [image: image150.png]


 не превосходит [image: image152.png]k(n—k—1)



. Таким образом количество ребер не превосходит [image: image154.png]k(n—k)



. Легко проверить, что для любого натурального [image: image156.png]k€[1,n]



 имеет место неравенство [image: image158.png]k(n—k) < E] (” - ED



.  Здесь [image: image160.png]


 обозначает целую часть с округлением вверх. Значит, количество ребер не может превышать величину [image: image162.png]


.

Приведем пример, когда ребер всего [image: image164.png]


. Разобьем произвольным образом вершины на два множества состоящие из [image: image166.png]


 и[image: image168.png]


 вершин. Соединим каждую вершину из одного множества с каждой вершиной из другого. Всего получилось [image: image170.png]


 ребер, треугольников не образовалось. 

Ответ: [image: image172.png]


.

Правильный ответ 1 балл, правильный ответ с примером когда получается такое количество ребер 3 балла. 

Замечание. Правильный ответ можно записать с использованием обычной целой части: [image: image174.png]
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