[bookmark: _GoBack]Уравнения и неравенства с параметром

Как это ни покажется странным, задачи с параметрами мы решаем чуть ли не ежедневно. Например, придя в магазин покупать какой-то товар, мы смотрим на его цену. Если цена будет очень высокой, мы его не купим. Если цена будет вполне приемлемой, мы принимаем решение купить товар. Но если цена резко уменьшилась (например, в результате распродажи), мы можем купить несколько единиц этого товара. Таким образом, если рассматривать цену товара как параметр, то от значений этого параметра будет зависеть, купим или не купим мы этот товар, а если купим, то сколько единиц.
Та же самая картина имеет место в математике при решении уравнений или неравенств. При одних значениях коэффициентов уравнение (неравенство) может вообще не иметь решений, при других – одно решение, при третьих – бесконечно много решений.
Если в уравнение или неравенство кроме неизвестных входят числа, обозначенные буквами, то они называются параметрами, а уравнение или неравенство – параметрическим.
Если параметру, содержащемуся в уравнении (неравенстве), придать некоторое числовое значение, то возможен один из двух следующих случаев:
1) получится уравнение (неравенство), содержащее лишь данные числа и неизвестные и не содержащее параметров;
2) получится условие, лишенное смысла.
В первом случае значение параметра называется допустимым, во втором – недопустимым. При решении примеров допустимые значения параметров определяются из конкретного смысла этих примеров. Например, в уравнении [image: ] допустимым является любое действительное значение а, кроме а=0 и а=х (так как знаменатель не может обращаться в нуль); если [image: ], так как модуль не может принимать отрицательные значения.
Если ставится задача для каждого значения а из некоторого числового множества А решить некоторое уравнение относительно х, то это уравнение называется уравнением с переменной х и параметром а, а множество А — областью изменения параметра.
Уравнение с параметром - это, по существу, краткая запись семейства уравнений. Уравнения этого семейства получаются из исходного уравнения при различных конкретных значениях а.
Так, уравнение 2а(а — 2)х = а — 2, у которого областью изменения параметра а является множество А={—1; 0; 1; 2; 3}, есть краткая запись следующего семейства решений:
[image: ]

Под областью изменения параметра обычно подразумевают (если это не оговорено специально) множество всех действительных чисел, а задачу решения уравнения с параметром формулируют следующим образом: решить уравнение с переменной х и параметром а — это значит на множестве действительных чисел решить семейство уравнений, получающихся из исходного уравнения при всех действительных значениях параметра.
Ясно, что выписать каждое уравнение из бесконечного семейства уравнений невозможно. Тем не менее, каждое уравнение семейства должно быть решено. Это можно сделать, если, например, по некоторому целесообразному признаку разбить множество всех значений параметра на подмножества и решить затем заданное уравнение на каждом из этих подмножеств.
Для разбиения множества значений параметра на подмножества удобно воспользоваться теми значениями параметра, при которых, или при переходе через которые, происходят качественные изменения уравнения. Такие значения параметра называются контрольными.
Рассмотрим на примерах, как эти значения обнаруживаются, как с их помощью множество значений параметра разбивается на подмножества и как затем на каждом из подмножеств решается заданное уравнение (неравенство).

Бывают задачи с двумя, тремя и более параметрами. Например,  - уравнение с двумя параметрами а и b. Задачу решения уравнения с двумя параметрами можно сформулировать следующим образом: решить уравнение с двумя параметрами — это значит решить семейство уравнений, которые получаются из исходного уравнения при различных действительных значениях параметров.
Решение уравнения с несколькими параметрами аналогично решению уравнения с одним параметром, однако в данном случае необходимо учитывать, что теперь нужно искать не только контрольные значения отдельных параметров, но и контрольные зависимости между параметрами.
Все эти формулировки остаются справедливыми при решении неравенств с одним или несколькими параметрами.
Пример 1. Самыми простыми уравнениями с параметрами являются линейные уравнения с одним неизвестным. Это уравнения вида

,
где а и b – некоторые действительные числа. Число а называется коэффициентом, b – свободным членом линейного уравнения.
Решение. Выясним, как изменится уравнение и его решение, если придавать а и b различные значения. Однако мы не будем перебирать все варианты для параметров а и b, а попробуем выделить все случаи с помощью рассуждений.
Первый случай.

Обычно такие простейшие уравнения (например, 2х=10), решают делением обеих частей уравнения на коэффициент при неизвестной, то есть на а. Однако суть (и коварство) параметра в том, что он не только число, он – любое действительное число, и наша цель – решить уравнение при всевозможных значениях а (ну и b). Тогда становится понятным, что делить обе части уравнения на а можно, если только , ведь делить на нуль нельзя.



Таким образом, при  уравнение имеет единственное решение , причем на b в этом случае не налагается никаких ограничений, то есть  (b – любое число).
Второй случай.


Что же будет, если ? Получим уравнение вида . В свою очередь параметр b может принимать различные действительные значения и это может повлиять на решение нашего уравнения. Данный случай распадается еще на два случая.


Если , то уравнение примет вид , решениями которого являются любые действительные числа (действительно, любое число, умноженное на нуль даст в произведении нуль), то есть уравнение имеет бесконечно много решений, х – любое число.
Третий случай.




При  и , получаем уравнение  (например, ). Очевидно, что данное уравнение решений не имеет, так как никакое число при умножении на нуль не может дать в произведении другое число, отличное от нуля.
В ответ записывают все полученные результаты.








Ответ:  при  и ;  х – любое число (или )  при  и ; решений нет при  и .

Пример 2. Решить уравнение .



Решение. Данное уравнение является линейным уравнением с одним параметром. Преобразуем его к привычному виду: . Становится понятно, что в данном случае контрольным значением параметра является , то есть .




При , ; при  получаем уравнение , то есть уравнение решений не имеет.



Ответ:  при ; решений нет при .

Пример 3. Решить уравнение .



Решение. Данное уравнение является линейным уравнением с одним параметром. Преобразуем уравнение: . Рассмотрим те значения а, при которых   обращается в нуль. В связи с этим, для простоты решения, полезно сразу (если это возможно) разлагать коэффициент при неизвестной на множители:  .
1. 


При  и , .
2. 

При     ,  х – любое действительное число.
3. 

При    , решений нет.
Обратите внимание, в каком еще виде можно записать ответ.





Ответ:  при ;  при ; нет решений при .

Пример 4. Решить уравнение .


Решение. Очевидно, уравнение теряет смысл при тех значениях х, при которых знаменатель обращается в нуль. Поэтому будем решать в предположении, что  и .

Умножим обе части уравнения на .

 (раскроем скобки и приведем уравнение к привычному виду – выполните самостоятельно!)

.




Вспомним, что , тогда  и , тогда .




Таким образом, получим:  при ; нет решений при  или . Это и будет ответом.

Пример 5. Решить уравнение .

Решение. Данное уравнение является линейным уравнением с двумя параметрами. Преобразуем уравнение: .
1. 


При ,    .
2. 


При  и   .
3. 

При  и  решений нет.








Ответ:  при  и ;  при  и ; решений нет при  и .
При решении линейных неравенств с параметрами необходимо помнить соответствующие свойства числовых неравенств и правила решения неравенств без параметров.

Пример 6. Решить неравенство .
Решение. 
1. 

При   .
2. 

При   .
3. 



При    и тогда все зависит от значения b. Если  или , то решений нет.
4. 


При  и   .









Ответ:  при ;  при ; решений нет при  и ;  при  и .

Очевидно, что решение неравенства будет выглядеть несколько иначе. 



Предлагаем читателю, рассуждая аналогично, самостоятельно решить неравенства ; ; .


Задания для самостоятельного решения

Для каждого значения параметра решить уравнения относительно переменной х.

1. .
2. [image: ]

3. 
4. [image: ]

5. .

6. 

7. 
8. [image: ]
9. [image: ]
10. При каких а уравнение [image: ] не имеет решений?
11. При каких а уравнение [image: ] имеет бесконечно много решений?
12. При каком а уравнение [image: ] имеет корень, равный 3?
13. При каком а прямая [image: ]проходит через точку А(-2;9)?
14. При каких а уравнение [image: ] имеет решение, удовлетворяющее условию x<3?

Решите неравенства относительно переменной х.
15. [image: ]
16. [image: ]
17. [image: ]
18. [image: ]
19. [image: ]

20.[image: ].
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