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I ТУР
Задача 1. Средний рост учащихся в 7-А классе равен 161 см. После того как в класс поступил Миша средний рост изменился и стал равен 161,2. Сколько всего учащихся было в 7-А классе до прихода Миши, если после его поступления 7-А так и не набрал 30 человек, а рост Миши в сантиметрах – целое число, превосходящее 165.
Ответ: 24.

Решение. Пусть n – количество учащихся в классе до поступления Миши.

Рост Миши равен разности суммарного роста учеников 7-А класса после его поступления и их же суммарного роста до его поступления. Выразив суммарный рост в классе как средний рост, умноженный на количество учащихся, получаем рост Миши: 161,2·(n + 1) – 161·n = 161 + 0,2·(n + 1).

Выражение 161 + 0,2·(n + 1) принимает целые значения только в том случае, если n + 1 кратно 5. Следовательно остаток от деления n на 5 должен быть равен 4. С учётом последнего рассмотрим все возможные варианты для n.

Если n = 19 или меньше, тогда рост Миши не будет превосходить 165 см, что невозможно из условия.

При n = 24, рост Миши равен 166.

Если n = 29 или больше, тогда после поступления Миши в классе будет не менее 30 человек, что невозможно из условия.

Комментарии. Верный ответ без обоснования – 0 баллов.

Сделано и обосновано утверждение, что число учащихся в классе после поступления Миши должно быть кратно 5 – 2 балла.

Верно выражен рост Миши через количество учащихся в классе – 3 балла.

Задача 2. Опишите все случаи, когда произведение простого числа на сумму шести последовательных натуральных чисел кратно шести.

Ответ: простое число должно равняться 2, а набор шести натуральных чисел может быть любым.

Решение. Заметим, что сумма шести последовательных натуральных чисел в общем случае выражается следующим образом:
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 является нечетным и кратно трем. Следовательно, чтобы произведение двух множителей, один из которых равен 
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, оказалось кратно 6, необходимо и достаточно, чтобы другой множитель был кратен 2. Единственное простое число, кратное 2, – это 2.

Комментарии. Не приведён правильный ответ, но присутствует обоснование того, что сумма шести последовательных элементов не может быть кратна 6-и – 1 балл.

Верный ответ без обоснования – 1 балл.

Задача 3. Василий рисует на плоскости ломаную линию, каждый раз соединяя точку (x, y) либо с точкой (x – y, y), либо с (x + y, y), либо с (y, x). В качестве первой точки Василий выбрал точку с координатами (15, 17). Может ли точка с координатами (18, 20) стать одной из вершин ломаной Василия?

Ответ: нет.

Решение. Если от точки 
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 можно добраться указанным способом по некоторой ломанной до точки 
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, то таким же способом в обратном направлении можно добраться от точки В до точки А.  Но обе координаты точки В четные целые числа и при указанном построении ломанной, точка с четными координатами может соединяться только с точкой тоже с четными координатами. Поэтому от точки В до точки А добраться указанным способом невозможно.

Комментарии. Верный ответ без обоснования – 0 баллов.

Указано, что четные значения координат вершин инварианты в описанном построении ломаной – 5 баллов.

Задача 4. Дана последовательность чисел: 1, 7, 13, 19, …, 6·k – 5, … Известно, что N – сумма квадратов первых 2019 элементов последовательности. Чему равняется остаток от деления N на 10?

Ответ: 5.

Решение:

Далее последней цифрой числа будем называть цифру разряда единиц данного числа.

Заметим, что последние цифры чисел ряда, возведённых в квадрат, чередуются с периодом 5: 1, 9, 9, 1, 5, 1, 9, 9, 1, 5, … Последняя цифра суммы каждой пятёрки чисел (25) равняется 5. Разобьём 2019 слагаемых на 404 группы – в первых 403-х группах по 5 слагаемых, в последней группе – 4 слагаемых. Последняя цифра суммы квадратов первых 2015-и элементов последовательности будет равняться последней цифре числа 403·5 (количество групп, умноженное на последнюю цифру суммы элементов в каждой группе) – то есть 5-и. Добавим к этой цифре последнюю цифру суммы элементов в 404-й группе (1 + 9 + 9 + 1 = 20, последняя цифра 0) и получим 5 + 0 = 5 – последнюю цифру числа N.

Комментарии. Верный ответ без обоснования – 0 баллов.

В ходе решения отмечено, что последние цифры квадратов элементов чередуются с периодом 5 – 4 балла.

Задача 5. Имеется прямоугольник, внутри которого расположены еще шесть меньших прямоугольников, и из одной точки на верхней его стороне проведены два отрезка, как указано на рисунке. Докажите, что сумма площадей двух верхних заштрихованных прямоугольников равна площади нижнего заштрихованного прямоугольника. В ходе доказательства, если понадобится, можно ссылаться на утверждение о том, что диагональ прямоугольника делит его на два равных треугольника.
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Решение (ответ). На следующем рисунке, трижды используя сформулированное в условии задания утверждение для большого прямоугольника и двух не заштрихованных в нем прямоугольников, замечаем равенство площадей двух заштрихованных прямоугольников. 










Теперь на рисунке из условия задания проведем дополнительно вертикальный отрезок, разделяющий большой прямоугольник на левый и на правый прямоугольники, площади заштрихованных частей  которых согласно сделанному выше замечанию равны. 


[image: image8]
Откуда следует, что сумма площадей двух верхних заштрихованных частей равна площади нижней заштрихованной части.  

Комментарий. Если приводится доказательство предварительного утверждения из приведенного решения (для прямоугольника с диагональю и с четырьмя прямоугольниками внутри него), то 1 балл. Если доказано, что площадь одного не заштрихованного треугольника в верхней части рисунка из условия задания равна сумме площадей двух других  не заштрихованных треугольников, то 3 балла. Если аналогично доказано, что два отрезка, проведенные из общей точки на верхней стороне большого прямоугольника, разрезают этот прямоугольник на три треугольника, сумма площадей двух из которых равна площади третьего, то 3  балла. Если приведено полное решение, возможно отличное от выше указанного, то 7 баллов. При наличии тех или иных погрешностей возможно уменьшение количеств указанных баллов.

II ТУР
Задача 6. На столе лежит колода карт, причём каждая из 36 карт расположена произвольно – рубашкой вверх или вниз. За одно действие разрешается извлечь любой блок из трёх соседних карт, перевернуть данный блок и вернуть на прежнее место в колоде. Можно ли совершая данные действия переставить карты в колоде в обратном порядке, если не имеет значения, какой стороной каждая карта будет расположена к игроку (лицевой стороной или рубашкой)?

Ответ: нет.

Решение. Пронумеруем места карт сверху вниз в соответствии с их позицией в колоде натуральными числами от 1 до 36. Рассмотрим произвольную карту на месте с номером n. Если в выбранный игроком блок соседних карт попадает эта карта, то возвращения перевёрнутого блока обратно в колоду данная карта может оказаться на позиции:

1) n – 2 – если были выбраны карты на местах от (n – 2)-й по n-ю;

2) n – если были выбраны карты на местах от (n – 1)-й по (n + 1)-й;

3) n + 2 – если были выбраны карты на местах от n-й по (n + 2)-й.

Таким образом, чётность позиции каждой карты в колоде после любого действия игрока не меняется. Следовательно, 1-я карта никогда не займёт 36-ю позицию – другими словами, перестановка всех карт в обратном порядке невозможна.

Комментарии. Верный ответ без обоснования – 0 баллов.

В ходе решения отмечено, что чётность позиции карты в колоде не меняется, но не найден верный ответ – 5 баллов.

Задача 7. Верно ли, что сумма 90 + 91 + … + 94n – 1 кратна 820 при любом натуральном n?
Ответ: да.

Решение. Заменим, что сумму из условия можно представить следующим образом:
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Вынесем 
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 – общее выражение в каждой группе слагаемых. Получим:
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Далее заметим, что 
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Таким образом, сумма из условия представима в виде произведения с целыми сомножителями, один из которых равняется 820, следовательно, всё выражение кратно 820.

Комментарии. Верный ответ без обоснования – 0 баллов.

Отмечено, что сумма первых четырёх элементов последовательности равняется 820 и сделано, но необоснованно предположение о том, что сумма всего ряда кратна 820 – 0 баллов.

Задача 8. В треугольнике ABC на стороне AB выбрана точка K, на стороне BC – точка L, а на стороне AC две точки M и N так, что отрезки KM и LN пересекаются в точке P. Известно, что AB = BC, а также AN + AK = CM + CL = AC. Докажите, что углы BAC и KPL равны.

Решение (ответ). 
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По условию треугольник ABC равнобедренный, положим 
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. Так как AM + CM = AC и CM + CL = AC, то AM = CL. Так как AN + CN = AC и AN + AK = AC, то AK = CN. Тогда треугольники AKM и CNL равны (по двум сторонам и углу между ними). Положим 
[image: image15.wmf]b

=

Ð

=

Ð

CNL

AKM

 и 
[image: image16.wmf]g

=

Ð

=

Ð

CLN

AMK

. Заметим, что из треугольника AKM следует 
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, тогда из треугольника NPM получаем 
[image: image18.wmf]a

=

Ð

NPM

. Так как 
[image: image19.wmf]KPL

NPM

Ð

=

Ð

 (вертикальные), то 
[image: image20.wmf]a

=

Ð

KPL

 и 
[image: image21.wmf]KPL

BAC

Ð

=

Ð

.

Комментарии. Показано, что треугольники AKM и CNL равны – 3 балла.

Показано, что 
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 – 5 баллов.

Задача 9. В клетчатом прямоугольнике 
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 (4 строки и 9 столбцов) клетки покрасили в черный и белый цвет (каждая из 36 клеток покрашена только в один из этих двух цветов). Оказалось, что в каждом столбце имеется не более одной белой клетки. Докажите, что можно выбрать такие три строки и такие три столбца, что на их пересечениях стоят девять черных клеток. 

Решение (ответ). Пронумеруем столбики слева направо от 1 до 9 и строки сверху вниз от 1 до 4. Номера столбиков, у которых на пересечениях со строками 1, 2 и 3 черные клетки, образуют множество А123. Номера остальных столбиков, у которых на пересечениях со строками 1, 2 и 4 стоят черные клетки, образуют множество А124. Номера столбиков, не вошедшие в множества А123 и А124, у которых на пересечении со строками 1, 3 и 4 черные клетки, образуют множество А134. И, наконец, номера столбиков, не вошедшие в три выше указанных множества, у которых на пересечениях со строками 2, 3 и 4 стоят черные клетки, образуют множество А234. По построению номер каждого из 9 столбиков принадлежит и притом только одному из четырех множеств А123, А124, А134 и А234. По обобщенному принципу Дирихле одно и этих множеств должно содержать не менее трех номеров столбиков. Пусть это множество Аi j k содержит номера столбиков l, m, n. Тогда на пересечениях строк с номерами i, j, k и столбцов с номерами l, m, n будут расположены только черные клетки (очевидно, что их 9 штук). 

Комментарий. Если приведена конкретная раскраска одного или нескольких прямоугольников с указанием требуемых по условию задания трех строк и трех столбцов, то не более 1 балла. Если реализуется попытка разбить множество столбцов на классы одинаково раскрашенных, то не менее 2 баллов. Если замечено без строгого обоснования существование трех одинаково раскрашенных столбцов,  либо трех столбцов, из которых два одинаково раскрашены и хотя бы один полностью закрашен, то не менее 5 баллов. Если приведено полное доказательство, возможно отличное от выше указанного, то 7 баллов. При наличии тех или иных погрешностей возможны уменьшения количеств указанных баллов.

Задача 10. Однажды царь Берендей решил рассказать своему сыну Ивану Царевичу об удивительном судебном процессе, на котором ему довелось побывать. Кто-то выкрал Василису Прекрасную. Подозрение пало на Змея Горыныча, Кощея Бессмертного и Бабу-Ягу. Все трое были пойманы и дали показания. «Василису украл я» - сознался Кощей. «Он говорит правду» - согласился Змей. А вот, что сказала Баба-Яга, царь Берендей запамятовал, - то ли она тоже сказала, что выкрала Василису, то ли сказала, что её украл Змей Горыныч. Зато царь Берендей точно помнил, что преступник действовал в одиночку, и после его разоблачения Василиса Прекрасная благополучно вернулась домой. «А сколько из трёх показаний было правдивых?» - спросил Иван Царевич. Царь Берендей дал ему ответ, и Иван Царевич смог вычислить преступника. Кто из подсудимых был виновен?

Решение. Предположим, царь Берендей сказал Ивану Царевичу, что все трое подсудимых лгали. Тогда Иван Царевич не смог бы отдать предпочтение одному из двух вариантов: либо Баба-Яга виновна и обвинила Змея Горыныча, либо Змей Горыныч виновен и Баба-Яга солгала, обвинив себя.

   Иван Царевич не мог узнать от царя Берендея, что все трое подсудимых говорили правду, так как все трое не могли говорить правду (поскольку и Змей Горыныч, и Кощей обвиняли Кощея, а Баба-Яга обвиняла кого-то другого).

   Если бы царь Берендей сообщил Ивану Царевичу, что ровно двое подсудимых солгали, то тот знал бы, что солгали Змей Горыныч и Кощей (потому что если бы любой из них сказал правду, то и другой также сказал бы правду), а Баба-Яга сказала правду. Но тогда либо Баба-Яга обвинила саму себя и была виновна, либо Баба-Яга обвинила Змея Горыныча, и Змей Горыныч был виновен, но установить, какой из этих двух вариантов соответствует действительности, было бы невозможно. Следовательно, в этом случае Иван Царевич не мог бы определить, кто из подсудимых виновен.

   Иван Царевич мог бы установить виновного только в одном случае: если царь Берендей сообщил ему, что ровно два показания были правдивыми. Это означало бы, что Змей Горыныч и Кощей оба сказали правду (поскольку их показания согласуются, то если бы одно из них было ложно, то и другое было бы ложно, но тогда мы имели бы два ложных показания), а Баба-Яга солгала. Так как Змей Горыныч и Кощей оба сказали правду и обвинили Кощея, Кощей должен быть виновен.

Ответ: Кощей Бессмертный.

Комментарии.  Ответ без пояснений – 0 баллов. Если приведен верный ответ, но рассмотрен единственный случай (Кощей и Змей говорят правду) – 1 балл. За каждый дополнительный случай, при наличии верного ответа, по 2 балла.
Уважаемый участник олимпиады!
Желаем удачи!
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