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Математика 8 класс
ответы, решения и критерии оценки заданий к контрольной работе № 3, 

2018-2019 учебный год


Критерии оценки заданий:

0 - баллов – задание выполнено, но неверно;
1 -  балл –правильный ответ, отсутствует решение;

2 - 3 - балла - выполнено 50% задания и зависит от его сложности; 

4 - балла – задание выполнено, но имеются недочеты

5 - баллов– задание выполнено правильно

Максимальное количество - 25 баллов.
Задача 1. Перемножив 4 идущих подряд натуральных числа Петя получил значение, кратное 100. Какие это были числа, если известно, что меньших идущих подряд натуральных чисел, которые при перемножении были бы кратны 100, не существует?
Решение. Пусть наименьший множитель равен n. Тогда произведение 4-х последовательных натуральных чисел будет равняться n·(n + 1)·(n + 2)·(n + 3).
Необходимо, чтобы это произведение делилось на 100 = 22·52. Так как среди четырёх идущих подряд натуральных чисел всегда найдётся ровно 2 чётных, то данное произведение будет в любом случае делиться на 4. 

Заметим также, что не больше одного числа из последовательности может быть кратным 5. Следовательно, это же число должно быть кратно 25, чтобы всё произведение был кратно 100.

Осталось выбрать наименьшее n, при котором хотя бы одно из этих чисел будет кратно 25. Очевидно, что это n будет минимальным в случае, если n + 3 = 25.
Таким образом, 22, 23, 24, 25 – минимальные 4 последовательных натуральных числа, произведение которых кратно 100.

Ответ. 22, 23, 24, 25.

Задача 2. Сравните числа 20182018 и 20171009·20191009.
Решение. Сравним 
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Так как 
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, то 
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Ответ. 20182018 > 20171009·20191009.
Задача 3. Все ячейки таблицы 100х100 пронумерованы натуральными числами от 1 до 10000 слева направо и сверху вниз. Сколькими способами можно выбрать две ячейки так, чтобы они не лежали на одной вертикали или горизонтали и чётность их порядкового номера была различной?
Решение. Ячейку с нечётным порядковым номером выбираем 50000 способами. Вычёркиваем столбец и строку в таблице, соответствующие этой ячейке.

Заметим, что в любом столбце чётность порядковых номеров ячеек одинакова, а в любой строке чётность чередуется через 1 – половина ячеек строки обладают чётным порядковым номером, другая половина – нечётным.

Следовательно, в оставшейся части таблицы осталось 50000 – 50 = 49950 ячеек с чётным порядковым номером.

Таким образом, всего существует 50000·49950 способов выбрать две ячейки требуемым образом.

Ответ. 50000·49950.
Задача 4. В окружность вписаны два правильных многоугольника. Докажите, что отношение их площадей менее 2.45.
Решение. Пусть N – количество вершин правильного многоугольника, вписанного в окружность с радиусом R. Очевидно, чем больше N, тем больше площадь многоугольника. При 
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 площадь многоугольника стремиться к площади описывающей его окружности. При 
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 площадь многоугольника (равностороннего треугольника) равняется 
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Наибольшее отношение площадей вписанных правильных многоугольников равняется 
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Что и требовалось доказать.
Задача 5. Сколько чисел, не превышающих 1000000, содержит ровно 4 одинаковых цифры?

Решение. Оформим решение в виде таблицы (таблица 1), заголовки строк в которой – цифры от 0 до 9, заголовки столбцов – цифры 4, 5, 6 и 7 – варианты разрядности числа, не превосходящего 1000000 и содержащего ровно 4 одинаковых цифры.

На пересечении соответствующих строки и столбца будем указывать сколько существует натуральных чисел разрядности, указанной в заголовке столбца, содержащих ровно 4 одинаковых цифры – соответствующих цифре, указанной в заголовке данной строки.

Пояснение к заполнению таблицы:

Для краткости введём обозначения: 

f(k, n) – количество чисел разрядности n, содержащих ровно 4 цифры k; 

g(k, n) – количество чисел разрядности n, содержащих ровно 4 цифры k, причём цифра k не является цифрой старшего разряда числа; 

h(k, n) – количество чисел разрядности n, содержащих ровно 4 цифры k, причём цифра k является цифрой старшего разряда числа.
1) Так как 0 не может быть цифрой старшего разряда числа, то f(0, n) < f(i, n) для любого натурального n (
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. Это значит, что значения в последних 9-и строках таблицы будут повторяться, следовательно, для того чтобы избежать лишнего дублирования, их можно объединить.

2) f(0, 4) = 0, так как не существует четырёхзначного числа состоящего из одних нулей. Очевидно, f(i, 4) = 1, 
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3.1) В пятизначном числе 4 нуля можно разместить единственным образом, следовательно f(0, 5) = 1·9 = 9 – количество вариантов размещений умножается на количество вариантов выбора оставшейся отличной от нуля цифры.

3.2) Заметим, что f(i, 5) = g(i, 5) + h(i, 5). g(i, 5) = 8, 
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, так как цифра старшего разряда не может равняться 0 или i. h(i, 5) = 4·9, 
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 – количество вариантов размещений на количество вариантов выбора оставшейся цифры.

4.1) f(0, 6) = 5·9·9 – количество вариантов размещений 4-х нулей на количество вариантов выбора оставшихся двух цифр.

4.2) f(i, 6) = g(i, 6) + h(i, 6). g(i, 6) = 5·8·9, 
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 – произведение количества вариантов размещения, количества вариантов выбора цифры старшего разряда числа и количества вариантов выбора оставшейся цифры. Аналогично умножая варианты размещений на варианты выбора цифр, получаем h(i, 6) = 10·9·9, 
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5) Так как единственное рассматриваемое в рамках данной задачи семизначное число – это 1000000, то все значения в ячейках последнего столбца таблицы будут нулевыми.
Таблица 1.

	Цифра
	Разрядность

	
	4
	5
	6
	7

	0
	0
	9
	5·9·9
	0

	1, …, 9
	1
	8 + 4·9
	5·8·9 + 10·9·9
	0


Количество натуральных чисел, удовлетворяющих условиям задачи, равняется 
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 – сумме всех чисел в исходной таблице. В представленной таблице значения во второй строке умножаются на 9, так как оставшиеся 8 строк сокращены из-за дублирования.

Таким образом, всего существует 9 + 5·9·9 + 9·(1 + 8 + 4·9 + 5·8·9 + 10·9·9) =
= 11349 натуральных чисел, не превосходящих 1000000 и содержащих ровно 4 одинаковых цифры.

Ответ. 11349.
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