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Домашнее задание

Подсчёт двумя способами
	
	При составлении уравнений выражают некоторую величину двумя способами (например, площадь, путь или время). Иногда некоторую величину оценивают двумя способами, тогда получают или неравенство, или величины разной чётности. Эта идея тесно связана с идеей инварианта. Она бывает источником противоречия.

	Пример 1. Найдите сумму геометрической прогрессии
	Sn = 1 + 3 + 9 + . . . + 3n-1.
	Решение. Заметим, что зная Sn , можно получить следующую сумму Sn+1 двумя способами: либо добавить 3n, либо умножить все слагаемые на 3, а потом прибавить 1.
	Получаем уравнение: Sn + 3n = 3·Sn + 1. Отсюда Sn = (3n - 1)/2 .

	Пример 2. Могут ли все грани выпуклого многогранника иметь 6 и более сторон?
	Решение. Нет, не могут. Оценим двумя способами среднее арифметическое всех углов всех граней. С одной стороны, среднее арифметическое углов n-угольника при n ≥ 6 не меньше 120◦. С другой стороны, к каждой вершине многогранника примыкают не менее трёх граней, и сумма примыкающих углов строго меньше 360◦. Поэтому среднее арифметическое углов при каждой вершине строго меньше 120◦.
	Полученное противоречие доказывает, что такого многогранника не существует.

	Задача 1. Можно ли соединить 5 городов дорогами так, чтобы
каждый город был соединён с тремя другими?
	
	Задача 2. В каждой клетке прямоугольной таблицы размером mхk клеток написано число. Сумма чисел в каждой строке и в каждом столбце равна 1. Докажите, что m = k.

	Задача 3. В 7 классе каждый мальчик дружит ровно с двумя девочками, а каждая девочка — ровно с тремя мальчиками. Ещё известно, что в классе 19 парт, а вчера 31 семиклассник побывал в Палеонтологическом музее. Сколько человек в этом классе? 

	Задача 4. Можно ли в клетки квадрата 10×10 поставить некоторое количество звёздочек так, чтобы в каждом квадрате 2×2 было ровно две звёздочки, а в каждом прямоугольнике 3×1 — ровно одна звёздочка? 

	Задача 5. Существует ли выпуклый 2018-угольник, все углы которого выражаются целым числом градусов?

	Задача 6. Найдите сумму коэффициентов многочлена (x3 − x + 1) 100 .

	Задача 7. Докажите, что не существует многогранника, у которого
	а) все грани — шестиугольники;
	б) в каждой вершине сходятся 6 граней.

Комбинаторика

	Задача 8. 
	а) У Пети есть 10 разных конфет. Он хочет подарить 7 конфет своей лучшей подруге Маше. При этом самую вкусную конфету он хочет оставить себе. Сколькими способами он может собрать подарочный набор для Маши? 
	б) Тут Петю загрызла совесть, и он решил, что самую вкусную конфету надо подарить Маше. Сколькими способами теперь он сможет собрать подарочный набор? 
	в) Но пришла Маша, и Петя предложил ей самостоятельно взять себе любые 7 конфет. Сколькими различными способами Маша может выбрать себе эти конфеты? 
	
	Задача 9.
	а) Том Сойер красит забор у тетушки Полли, состоящий из 7 досок, причем некоторые доски Том может забыть покрасить. Сколькими способами изобретательный маляр может окрасить этот забор? 
	б) У Тома Сойера хватает терпения ровно на 3 доски. Сколькими способами на этот раз он может покрасить забор? 
	в) У Тома хватает терпения не более, чем на 3 доски. Сколькими способами на этот раз он может покрасить забор? 
	г) Тетушка Полли при помощи хворостины добавила Тому терпения, которого теперь может хватить даже на весь забор. Сколькими способами на этот раз он может покрасить забор? 

	Задача 10.  

	а) Сколькими способами в книжку из 48 листов можно положить 5 закладок? (закладки кладутся между листами и две не могут лежать рядом). 
	б) Сколькими способами можно разложить 48 яиц по 6 различным корзинам, чтобы пустых корзин не осталось? 
	в) Сколькими способами можно разложить 48 яиц по 6 различным корзинам? Корзины можно оставлять пустыми. 
	г) Сколькими способами в книжку из 48 листов можно положить 5 закладок? Две закладки могут лежать рядом. 
