ММ ФМКН КубГУ, 28.10.18

Чётность
	Многие задачи легко решаются, если заметить, что некоторая величина имеет определённую чётность. Из этого следует, что ситуации, в которых эта величина имеет другую чётность, невозможны. Иногда эту величину (функцию) надо сконструировать, например, рассмотреть чётность суммы или произведения, разбить объекты на пары, заметить чередование состояний, раскрасить объекты в два цвета. Чётность в играх — это возможность сохранить чётность некоторой величины при своем ходе.

Пример 1. Кузнечик прыгал вдоль прямой и вернулся в исходную точку (длина прыжка 1 м). Докажите, что он сделал чётное число прыжков.
Решение. Поскольку кузнечик вернулся в исходную точку, количество прыжков вправо равно количеству прыжков влево, поэтому общее количество прыжков чётно.
Пример 2. Существует ли замкнутая 7-звенная ломаная, которая пересекает каждое свое звено ровно один раз?
Решение. Допустим, что существует. Тогда пересекающиеся звенья образуют пары. Следовательно, количество звеньев должно быть чётным. Противоречие.
Пример 3. У марсиан бывает произвольное число рук. Однажды все марсиане взялись за руки так, что свободных рук не осталось. Докажите, что число марсиан, у которых нечётное число рук, чётно.
Решение. Назовём марсиан с чётным числом рук чётными, а с нечётным — нечётными. Поскольку руки образуют пары, то общее число рук чётно. Общее число рук у чётных марсиан чётно, поэтому общее число рук у нечётных марсиан тоже чётно. Следовательно, число нечётных марсиан чётно.

Задачи
	1 . Можно ли разменять 25 рублей десятью купюрами достоинством 1, 3 и 5 рублей ?
	2. Девять шестеренок зацеплены по кругу: первая со второй, вторая с третьей и т. д. , девятая с первой. Могут ли они вращаться? А если шестеренок n?
	3. В ряд стоят 100 фишек. Разрешается менять местами любые две фишки, стоящие через одну. Можно ли таким способом переставить фишки в обратном порядке?
	4. Даны 6 чисел: 1 , 2, 3, 4, 5, 6. Разрешается к любым двум из них прибавлять 1. Можно ли все числа сделать равными?
	5. Все кости домино выложили в цепочку по правила игры. На одном конце оказалась пятёрка. Что может оказаться на другом конце?
	6. Может ли прямая, не проходящая через вершины 11-угольника, пересекать все его стороны?
	7. На столе стоят 7 перевёрнутых стаканов. Разрешается одновременно переворачивать любые два стакана. Можно ли добиться того, чтобы все стаканы стояли правильно?
	8. В языке дикарей хотийцев всего два звука: «ы» и «у». Два слова означают одно и то же, если одно получается из другого при помощи некоторого числа следующих операций: пропуска идущих подряд звуков «ыу» или «ууыы» и
добавления в любом месте звуков «уы» . Означают ли одно и то же слова «уыу» и «ыуы» ?
	9. На доске написаны числа 1 , 2, . . . , 101 . Разрешается стереть любые два числа и написать их разность. Повторив эту операцию 100 раз, мы получим одно число. Докажите, что это число не может быть нулем.
	10. Улитка ползёт по плоскости с постоянной скоростью и каждые 15 минут поворачивает на 90◦. Докажите, что она может вернуться в исходную точку только через целое число часов.
	11 . В трёх вершинах квадрата сидели кузнечики. Они стали играть в чехарду: один из кузнечиков прыгает в точку, симметричную относительно другого. Сможет ли хоть один кузнечик попасть в четвёртую вершину квадрата?

Комбинаторика
	Правило суммы. Если элемент a можно выбрать m способами, а элемент b (независимо от выбора элемента a) — n способами, то выбор «a или b» можно сделать m + n способами.
	Правило произведения. Если элемент a можно выбрать m способами, а элемент b (независимо от выбора элемента a)— n способами, то выбор «a и b» можно сделать m · n способами.

	1. а) В Стране Чудес есть три города A, B и C. Из города A в город B ведет 6 дорог, а из города B в город C— 4 дороги. Сколькими cпособами можно проехать от A до C?
	б) В Стране Чудес построили еще один город D и несколько новых дорог— две из A в D и две из D в C. Сколькими способами можно теперь добраться из города A в город C?
	2. Сколько существует различных семизначных телефонных номеров (считается, что номер начинаться с нуля не может)?
	3. Номер автомашины состоит из трех букв русского алфавита (30 букв) и трех цифр. Сколько существует различных номеров автомашин?
	4. В языке одного древнего племени было 6 гласных и 8 согласных,
причем при составлении слов гласные и согласные непременно чередо-
вались. Сколько слов из девяти букв могло быть в этом языке?
	5. Алфавит племени Мумбо-Юмбо состоит из трех букв. Словом
является любая последовательность, состоящая не более чем из четырех
букв. Сколько слов в языке племени Мумбо-Юмбо?
	6. Сколько существует шестизначных чисел, делящихся на 5?
	7. Сколько существует шестизначных чисел, в записи которых есть
хотя бы одна четная цифра?

Соответствие
	Мы говорим, что между двумя множествами установлено взаимно однозначное соответствие, если каждому элементу первого множества поставлен в соответствие элемент второго множества, при этом каждый элемент второго множества соответствует ровно одному элементу первого множества. Иначе говоря, мы разбили элементы обоих множеств на пары, причём в каждую пару входит по элементу из каждого множества.
	Если между двумя конечными множествами установлено взаимно однозначное соответствие, то можно утверждать, что они содержат одинаковое количество элементов, даже если пересчитать элементы этих множеств мы не можем. К примеру, чтобы узнать, равное ли количество дам и кавалеров пришло на бал, достаточно объявить танец. Если никто не остался без пары, значит тех и других поровну. Если же мы установили соответствие между всеми эле-
ментами одного множества и частью элементов другого множества, то количество элементов в первом множестве меньше, чем во втором.
	Пример 1. В выпуклом n-угольнике никакие три диагонали не пересекаются в одной точке. Сколько точек пересечения у этих диагоналей? (Концы диагоналей не считаются точками пересечения.)
	Пример 2. Придворный астролог царя Гороха называет время суток хорошим, если на часах с центральной секундной стрелкой при мгновенном обходе циферблата по ходу часов минутная стрелка встречается после часовой и
перед секундной. Какого времени в сутках больше: хорошего или плохого?
	Пример 3. Номер автобусного билета состоит из 6 цифр. Билет называют счастливым, если сумма первых трёх цифр его номера равна сумме трёх последних цифр. Каких автобусных билетов больше: счастливых или тех, чьи
номера делятся на 11?

	Объект может стать более естественным, если у него найдётся пара. Например, вместе с иррациональностью x +y√D рассматривают сопряжённую иррациональность x −y√D.
	Пример 4. Докажите, что в числе (6 +√37)999 первые 999 цифр справа после запятой — нули.

Задачи
	1 . Докажите, что дроби 1000/1993 и 993/1993 имеют одинаковую
длину периодов.
	2. Докажите, что сумма номеров счастливых билетов делится на 13. (Определение см. в примере 3.)
	3. По кругу расставлены 8 точек. Двое по очереди соединяют их отрезками. Первый отрезок проводится произвольно, а каждый следующий отрезок начинается из конца предыдущего. Проигрывает тот, кто не может провести новый отрезок (дважды проводить отрезок нельзя) . Предположим, что игроки не делают ошибок. Kто из них победит: первый или второй?
	4. На окружности даны 2018 точек, одна из них отмечена. Рассмотрим всевозможные выпуклые многоугольники с вершинами в этих точках. Каких многоугольников больше: тех, которые содержат отмеченную точку, или тех, которые её не содержат?
	5. На столе выложены в ряд 64 гирьки, причём масса двух любых соседних гирек отличается на 1 г. Требуется разложить гирьки на две кучки с равными массами и равным количеством гирь. Всегда ли это удастся? 
	6. Из натуральных чисел от 1 до 100 выбрано 50 различных. Оказалось, что сумма никаких двух из них не равна 100. Верно ли, что среди выбранных чисел всегда найдется квадрат какого-нибудь целого числа?
	7. Докажите, что число, имеющее нечётное число делителей, является точным квадратом. 
	8. В небольшом шотландском городке стояла школа, в которой учились ровно 1000 школьников. У каждого из них был шкаф для одежды – всего 1000 шкафов, причём шкафы были пронумерованы числами о 1 до 1000. А ещё в этой школе жили привидения – ровно 1000 привидений. Каждый школьник, уходя из школы, запирал свой шкаф, а ночью привидения начинали играть со шкафами, то отпирая, то запирая их. Однажды вечером школьники, как обычно, оставили запертыми все шкафы. Ровно в полночь появились привидения. Сначала первое привидение открыло все шкафы; потом второе привидение закрыло те шкафы, номер которых делился на 2; затем третье привидение поменяло позиции (то есть открыло шкаф, если он был закрыт, и закрыло – если он был открыт) тех шкафов, номер которых делился на 3; следом за ним четвёртое привидение поменяло позиции тех шкафов, номер которых делился на 4 и т.д. Как только тысячное привидение поменяло позицию тысячного шкафа, пропел петух, и все привидения срочно убрались восвояси. Не скажете ли вы, сколько осталось открытых шкафов после посещения привидений? 
	9. Докажите, что число (√3 −√2)999 представимо в виде a√3 − b√2, причём 3a2 − 2b2 = 1.
	10. Существуют ли такие рациональные άi и βi, что
(ά1 + β1√2)2 + (ά2 + β2√2)2 + … + (άn + βn√2)2 = 5 + 4√2 ?
	11. Докажите, что число (√ 2− 1)n представимо в виде √(m + 1) − √m, где m ∈ N.

	
